Aksjomaty liczb rzeczywistych

Uwaga pojeciowa. Wbrew pozorom sg dobre powody do sformulowania aksjoma-
tow liczb rzeczywistych. Wérod tych powodow jest rowniez pytanie Czym sq liczby
rzeczywiste? albo w ogdle Czym sq liczby?.

Wspblcezesnie matematycy chetnie uciekaja od bezposrednich odpowiedzi na te pyta-
nia, zamiast tego precyzujac, co z tymi liczbami mozna zrobi¢ (np. dodawaé¢, mnozy¢,
poréwnywac) i czego od tych operacji oczekujemy, zeby dana strukture uznac za licz-
by rzeczywiste.

Aksjomaty liczb rzeczywistych.
A1) dla wszystkich z,y € R zachodzi z +y =y + «

dla wszystkich x,y, z € R zachodzi (v +y) + 2z =2+ (y + 2)
dla wszystkich z € R jest v + 0 =2
dla kazdego = € R istnieje element —z € R spelniajacy x + (—z) =0

dla wszystkich z,y € R zachodzi xy = yx

dla wszystkich x € R jest 1 -x ==

dla kazdego = € R, x # 0, istnieje element 27! € R spetniajacy z - 271 =1
dla wszystkich z,y, z € R zachodzi z(y + 2) = xy + x2

1#£0

dla wszystkich x,y € R zachodzi dokiadnie jedna z trzech mozliwosci: x < v,
rT=y,y<z

)
)
)
)
A6) dla wszystkich x,y, z € R zachodzi (zy)z = z(yz)
)
)
)
)
)

(N2) dla wszystkich z,y,z € R, jeSliz <yiy<ztozr <z
(N3) dla wszystkich z,y,z € R:

(a) jedliz <y, tox+z<y+z

(b) jeSlix <yi0 <z toxz<yz

(D) (aksjomat ciggtosci Dedekinda) kazdy niepusty i ograniczony z gory podzbiér
A C R ma kres gérny



Zadanie 1. Wyprowadzi¢ z aksjomatéw nastepujace wiasnosci:

(a) 0 jest jedyna liczba spelniajaca (A3),
podobnie 1 jest jedyna liczba spelniajaca (A7).

(b) Liczby —z i 27! sa jednoznacznie wyznaczone przez wlasnodci z aksjomatow

(odpowiednio) (A4) i (AS).
(¢c) 0-x=0dlazeR.
(d) Jesli xzy =0, to x =0 lub y = 0.
(e) (-1)-x=—-xdlaxeR.
)

(f) 1> 0 (wskazéwka: sprawdzi¢, ze (—1)? = 1, oraz ze 2% > 0 dla z € R).

Zadanie 2. Wykazaé, ze nie istnieje najmniejsza liczba dodatnia.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ktére z aksjomatow spetnia

(a) zbidr liczb wymiernych Q ze zwyktymi dzialaniami;
(

)
b) zbiér Q[v2] = {a 4+ bv/2: a,b € Q} ze zwyklymi dziataniami;
(c) zbidr liczb zespolonych C ze zwyklymi dziataniami;

)

(d) zbiér {3, &, q§} z dziataniami
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elementem 9 jako zerem i elementem $ jako jedynka.

(e) zbior Z, = {0,1,2,...,p — 1} z dzialaniami dodawania i mnozenia modulo p
(gdzie p jest liczba pierwsza);

(f) zbiér Zg z dzialaniami modulo 6;

(g) zbiér R z dziataniami dodawania @y = x+y+ 1, mnozenia x Oy = zy+x+vy,
—1 w miejsce zera i 0 w miejsce jedynki.



Zadanie 4.

(a) Sprawdzié¢, ktére z aksjomatéow (N1), (N2), (N3) spetnia zadana na C relacja
porzadku
2 <zy <= |z| <]zl

(b) Sprawdzi¢ to samo dla porzadku leksykograficznego

a1+ib1<a2+ib2 <~ (a1<a2luba1:agib1<b2).

(¢) % Wykazaé, ze na C nie da sie zadaé relacji spelniajacej wszystkie trzy ak-
sjomaty porzadku.



Liczby naturalne

Definicja liczb naturalnych. Jesli liczby rzeczywiste uznamy za dane, to zbiér
liczb naturalnych N mozemy zdefiniowa¢ jako cze$¢ wspolng wszystkich zbiorow
A C R o nastepujacych wtasnosciach:

0 € A, ponadto jeslin € A, to rowniez n+ 1 € A.

Zadanie 1. Jesli a jest liczba naturalngia > 0, to a—1 rowniez jest liczba naturalng.
Zadanie 2. Jedli liczby a, b sa naturalne i a < b, to a + 1 < .

Zadanie 3. (zasada Archimedesa) Wykaza¢, ze zbior liczb naturalnych nie posiada
gbrnego ograniczenia.

Zadanie 4. (zasada indukcji) Jedli zbiér A C N ma nastepujace wlasnosci
0 € A, ponadto jesli n € A, to rowniez n + 1 € A,

to A =N.

Uwaga. Zazwyczaj o zasadzie indukcji my$li sie nastepujaco: jesli zdanie Ty jest praw-
dziwe, a ze zdania T}, daje si¢ wywnioskowac T},,1, to dla kazdego n € N prawdziwe
jest zdanie T,,.

Zadanie 5. (zasada silnej indukeji) Jesli zbiér B C N zawiera 0 oraz ma whasnosé
jesli{k e N:k<n}eB, tone€ B,

to B =N.
Wskazowka. Rozwazy¢ zbior A={n e€N:0,1,...,n € B}.

Zadanie 6. (zasada minimum) Kazdy niepusty podzbiér A C N ma element naj-
mniejszy.

Zadanie 7. Wykazac, ze jesli liczby a i b sa naturalne, to ich suma a+ b oraz iloczyn
ab réwniez sa liczbami naturalnymi.



Liczby pierwsze i algorytm Euklidesa (temat uzupelniajacy)
Umowa. W tej serii przyjmiemy dla wygody, ze N = {1,2,...} (bez zera).

Definicje. Rozwazmy dwie liczby naturalne a,b € N. Powiemy, ze a dzieli b, jesli
istnieje taka liczba ¢ € N, by ac = b.

Liczbe naturalng p € N nazwiemy pierwsza, jesli posiada doktadnie dwa dzielniki
naturalne: 1 oraz p (wedtug tej konwencji 1 nie jest liczba pierwsza).

Algorytm Euklidesa. Majac dane dwie liczby naturalne a; > a, > 0, zdefiniujmy
rekurencyjnie:

A2 = a, mod a,y1 (reszta z dzielenia a, przez a,,1) dlan=1,2,....

Ciag a,, jest $cisle malejacy i dlatego a,, = 0 dla pewnego m > 3 zaleznego od aq, as
(w zwiazku z tym rezygnujemy z definiowania a,, dla n > m). Wartoscia a,, 1 jest
wtedy najwiekszy wspolny dzielnik liczb aq 1 as.

Zadanie 1. Wykazaé, ze kolejne liczby a,, sa (catkowitoliczbowymi) kombinacjami
liniowymi aq, as, to znaczy dla kazdego n > 1 istnieja wspélczynniki «v,, 3, € Z
speliajace

ap = pay + PBrar.

Zadanie 2. Dowiesé, ze jedli liczby a,b sa wzglednie pierwsze (tzn. ich jedynym
wspolnym dzielnikiem naturalnym jest 1), to istnieja wspétezynniki o, 8 € Z spel-
niajace

aa + b= 1.



Zadanie 3. Wykazac, ze jesli p jest liczba pierwsza, a a, b liczbami naturalnymi, to

plab = pla lub p|b.

Wskazowka. Jesli p fa, to dla a, p mozna zastosowaé poprzednie zadanie, a otrzymana
rownos¢ domnozy¢ przez b.

Zadanie 4. Jedli p jest liczba pierwsza i p fa, to istnieje liczba a € N spelniajaca
plaa — 1, czyli odwrotnosé a modulo p.

Wskazowka. Warto skorzysta¢ albo z zadania 2 (dla liczb a i p) albo z zadania 3
(rozwazajac reszty z dzielenia a, 2a, . .., pa przez p).

Utamki lancuchowe (temat poboczny). Majac dana liczbe a > 0, stwoérzmy jej
rozwiniecie w utamek tancuchowy. W tym celu zdefiniujmy skonczony ciag rekuren-

cyjny

1
ro = a, Thpal i= , oiler, & 7Z,
nastepnie a,, := [r,]. Jak tatwo sie przekonaé, spetnione sa réwnosci
+ + !
™1 a; + i
Np. % =3+ é, co zapisuje sie jako % = [3;7,15]; rozwiniecie dla e mozna

znalez¢ tutaj.

Zadanie 5. % Sprawdzi¢, ze jesli a jest liczbg wymierna, to jej rozwiniecie w utamek
tanicuchowy jest skonczone (tzn. r, € Z dla pewnego n). Wywnioskowaé, ze liczba
V/2 nie jest wymierna.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=continued+fraction+e

Indukcja

Zadanie 1. Niech a, bedzie minimalna liczbg ruchéw do rozwiazania tamigtoéwki
wieza z Hanoi o n krazkach. Sprawdzi¢, ze a,.1 = 2a, + 1, a nastepnie wykazaé
réwnoéé a,, = 2" — 1.

Zadanie 2. ® Wskaza¢ blad w nastepujacym rozumowaniu. Niech zdanie T}, brzmi:
w dowolnej grupie n 0s6b wszyscy maja ten sam kolor wloséw. Oczywiscie T jest
prawdziwe. Zaktadajac prawdziwos$é¢ T,,, rozwazmy dowolng grupe n + 1 oséb. Po
wyjeciu z niej dowolnej osoby pozostaje grupa n 0séb o tym samym kolorze wtosoéw;
wynika stad, ze wszystkie n + 1 maja ten sam kolor. Z zasady indukcji wnioskujemy,
ze wszystkie osoby na swiecie majg ten sam kolor wloséw.

Zadanie 3. Wyprowadzi¢ wzory na sumy

nn_|_1 1 — n+1
1 2 1)(2 1
124234 4nme1) = "0F ;(n+ ) p2yory 2ot )6<”+ ).

P+ 4. +nP=014+24+...+n)

Zadanie 4. Pokazaé, ze

1 1

17
o+ —>"1 dan=12 ...
P TS S DR

7 . 7 7’ . . . . . . s’ s . 1 1 7
Wskazowka. Rozwazy¢ dow6d indukeyjny mocniejszej nieréwnosci -5 +.. .45, 2 13-

Zadanie 5. % Oznaczmy n*:=n(n—1)-...-(n—k+1). Wyprowadzi¢ tozsamosé

(n + 1)kt

12k 4nk=
+25+...+n o

Wskazowka. Rozwazy¢ indukcje lub argument kombinatoryczny (np. w trojkacie Pas-
cala).

Zadanie 6. Pokazac, ze kazda liczba naturalna daje sie roztozy¢ na iloczyn liczb
pierwszych.



Zadanie 7. (uogdlnienie nieréwnosci Bernoulliego) Dane sa liczby a4, ..., a, > —1
takie, ze a;a; > 0dlad,j € {1,...,n}. Dowies¢, ze

(I+a)...(14+a,) =>1+a1+ ...+ a,.

Zadanie 8. (nieréwnos$é¢ miedzy srednia geometrycznag a arytmetyczna) Jesliaq, ..., a, >0
iar-...-ap=1,toa1 +...+a, = n.

Wskazowka. Jesli odpowiednie zdanie oznaczymy przez T,,, to najtatwiej jest wykazac
implikacje T,, = 15, i T, = T, _1.

n
Zadanie 9. Wykazaé¢ nieréwnos¢ n! < (”7“) dlan > 1.

Zadanie 10. Wykazac nier6wnosé

2041 .- 2n)! 2 (n+ D))" dlan=1,2,....

Zadanie 11. Niech 7(n) bedzie ilodcia liczb pierwszych w {1,2,3, ..., n}. Wykazaé,
ze m(n) <n/2dlan > 8.

Zadanie 12. Wykaza¢, ze m(n) < n/3 dlan > ng (wskaza¢ dowolng bazowg warto$é
no).
Zadanie 13. % Wykazaé, ze istnieje taka liczba C' > 0, ze

C
m(n) < I Jlan > 2.
Inn

Uwaga. Twierdzenie o liczbach pierwszych mowi, ze m(n) ~ .
nn

Zadanie 14. Wykaza¢ podwdjne oszacowanie

1 2n
——4" <4" dlan>1.
Van (n)

Zadanie 15. % Udowodnié nierowno$é

2 1
ﬁ( ") <23 dlan=1,23,....
n



Kresy zbiorow

Zadanie 1. Ustali¢ kresy gérne i dolne zbioréw

(a) A={-22-:m,n e N};

m—+n+1
(b) B = {m2+n2+1 m,n € N};
(c) C= {mgm+1 m,n € N};

(d) D={-2=~:m,n € N}

m24n2—1 +n2 1

Zadanie 2. Znalez¢ kresy zbioru E = {g}jigi :m,n € N}.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ kres gorny zbioru F":

Y
{#+Qy+3 ryeR ny > 0}

Zadanie 4. Wyznaczy¢ kres gorny zbioru G:

b
G= {bic+c+a+aibia,b,cdlugoéci bokéw tréjk@ta},

Zadanie 5. Znalez¢ kresy nastepujacych zbioréw:

1={2(-1"" + (-1)

n('n+1)

(24 2): neN}

n—1 2nm
s={iqes g meny
K:{m:m,neN,m<2n}

n
L:{\/ﬁ—[\/ﬁ]:neN}
M:{x+x_1:x>0}

Zadanie 6. Niech A, B C (0,00) beda dwoma niepustymi zbiorami ograniczonymi

z gory. Oznaczmy
A-B:={ab:a€ A, be B}.

1



Sprawdzi¢, ze sup A - B = sup A - sup B.

Zadanie 7. Wykaza¢, ze zbiér {x € Q : z* < 2} nie ma kresu gérnego w Q,
w szczegolnosci Q nie spelnia aksjomatu ciggtosci Dedekinda.

Zadanie 8. Znalez¢ kresy zbioru

|k —n|
: 1,2,... .
{k2+n kone{l,2,...}, k#n

Zadanie 9. Dla kazdego € > 0 wskaza¢ liczbe naturalna k € N taka, ze

n+1 .
—e< 5 <& dlawszystkichn € N, n > k.
n* + 2n



Praca domowa — kresy i indukcja
Termin: piatek 6 listopada, godz. 12.15

Zadanie 1. ® Udowodnié¢ nieréwnos$é podwéing (dlan =1,2,...):

n

20Vn+1-1)< )

k=1

<2vn— 1.

Sl-

Zadanie 2. ® Wykazaé nieréwnosé

(m><71dbn:LZ””

n

Zadanie 3. #® Obliczy¢ wartoéci o = inf H, 8 = sup H, gdy

k+m?
= : 1
{k:—l—Zm k,m e {1,2, }}

oraz ustali¢, czy o € H, € H.

Zadanie 4. ® Znalez¢ kresy zbioru

{ i :k,nE{l,Z,...}}.

nk +1




Wprowadzenie do granic ciggdéw

Definicje. Ciag a, € R to nic innego jak funkcja a: N — R, tylko inaczej zapisy-
wana. Ciag a, jest zbiezny do g, jesli VesoTnoenVnsnolan — 9] < .
Jest tez wersja dla g = 400, —00.

Twierdzenie. Branie granicy ciagéw jest zgodne z ich dodawaniem, mnozeniem
i dzieleniem.

Twierdzenie o trzech ciggach. Jedli a, < b, < ¢, dla kazdego n € N oraz ciagi
a, i ¢, sa zbiezne do tej samej granicy, to b, réwniez.

Zadanie 1. Sprawdzi¢ zbieznos$é

an +b a
Cn+d—>gd1a07£0,

a" —woodlaa>1, a"—0dlal0<a<l,
Va—1dlaa>0, /n—1,
n n?

— —0dlaa>1, — —0dlaa>1,p>0.
a” a"

Zadanie 2. Obliczy¢ granice ciggu a,, = vn? + 5n — n.
Zadanie 3. Jesli ciag x, — x, to \/x,, — /.

Zadanie 4. Dane sa liczby dodatnie a,b, c spetniajace a > b > c¢. Wykazaé, ze



Techniki dowodzenia zbieznosci

Zadanie 1. (lemat Sierpinskiego) Wykazaé, ze kazdy ciag rzeczywisty posiada pod-
ciag monotoniczny (niemalejacy lub nierosnacy). Wywnioskowaé twierdzenie Bolzano-
Weierstrassa: kazdy ciag ograniczony posiada podciag zbiezny.

Wskazowka. Rozwazy¢ zbiory A, = {an, any1, - ..} 1 dwa przypadki: albo kazdy z tych
zbioréw posiada element najwiekszy, albo nie.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ granice ciaggéw okreslonych rekurencyjnie

1
:1 n = —
ay y  On4l 1+a,
1
b1:2, bn+1:2+b7

Uwaga. To daje rozwiniecie dwoch znanych liczb w utamki tancuchowe.

Rozwigzanie. CIAG (a,), SPOSOB I. Oznaczmy funkcje f(x) = H% Skoro a; > 0,
a funkcja f spelnia f(z) > 0 dla € R, to indukcyjnie otrzymujemy a,, > 0 dla
wszystkich n € N. Odnotujmy réwniez, ze funkcja f jest malejaca na (0, 00), stad

dla dowolnych k,l € N implikacja
ar < ap = ags1 = flar) > fla) = aq. (%)

Korzystajac z wynikania (x) dwukrotnie (najpierw dla (k,1) = (n+ 2,n), potem dla
(k,l) = (n+1,n+ 3)), otrzymujemy

Upto < Ap —  Opia < Apg2.

Skoro a3 = 1, as = 1/2, a3 = 2/3, to mamy a3 < a;. Wykorzystujac powyzsza
implikacje, mozemy wigc dowies¢ indukcyjnie, ze a; > az > as > .... Analogicznie
otrzymujemy nierownosci as < ay < ag < .. ..

Oba te ciggi sg monotoniczne, uzasadnimy teraz ich ograniczonos¢. Zaczynajac od

a; > as i wielokrotnie aplikujac wynikanie (%), indukeyjnie otrzymujemy ag, 1 > a9, < @2n11
dla n € N. Oznacza to w szczegdlnodci, ze

1
Aopy1 > Qop > Aop—2 > ... > Ay = 5, Qop < Aop_1 < Qop_3 < ... < a; =1,

a wiec ciag (ag,41) jest malejacy i ograniczony z dotu przez %, a (ag,) rosnacy i ogra-

niczony z gory przez 1. Wynika stad, ze kazdy z nich jest zbiezny.



Skupmy si¢ na ciagu as,,1 1 0znaczmy jego granice g := lim as,11. Ciag ten spelnia

réwnanie rekurencyjne as(mi1)+1 = f(f(a2n+1)), wiec jego granica spetnia g = f(f(g)).
—1£v5
2

. Oczywiscie ciag ag,.1 jako do-
V51

5
To samo rozumowanie stosuje sie do ciagu as,. Skoro as, 1 — */52*1 — \/52*1,
to z twierdzenia o scalaniu calty ciag a, réwniez zbiega do tej granicy.

Rozwiazujac to réwnanie, otrzymujemy g+ =

datni nie moze zbiega¢ do ujemnej granicy, wiec ag,+1 —

C1ac (b,), sposOB II. Skupmy sie na ciggu pomocniczym ¢, := by, 1. Spelnia on
c1 = by = 2 oraz rekurencje
1 1 5o, +2

1
ntl =bopi1 =24+ —=24+ ——-— =2 = .
Cn+1 on+1 = +b2n +2+b2:71 +2+$ 5. + 1

Oznaczmy pomocniczo funkcje h(x) = . Zauwazmy najpierw, ze h(x) > 0 dla
x > 0, wiec (indukcyjnie) ¢, > 0 dlan € N. Odnotujmy tez, ze jesli ciag ¢, jest zbiez-
ny do pewnego g, to granica ta spetnia réownos$¢ g = h(g), ktéra zachodzi doktadnie
dla g+ = 14 v/2. Skoro ¢, > 0, to wnioskujemy, ze g = 1 + /2.

Zmnajac kandydata na granice, tatwiej uzupetni¢ rozumowanie. Zauwazmy, ze funkcja
h jest rosnaca na (0,00), wiec z ¢, < g wynika ¢,.1 = h(c,) < h(g) = g. To
(w polaczeniu z ¢; < g¢) pokazuje indukcyjnie, ze ¢, < g dla n € N. Podobnie,
Z Cpy1 > Cp wWynika c,i0 = h(ch1) > h(cn) = cup1. To z kolei (w potaczeniu z
¢y > ¢, co nalezy osobno sprawdzi¢) pozwala wnioskowaé, ze ciag ¢, jest rosnacy.
Jako ciag rosnacy i ograniczony z gory (przez g), ciag ¢, jest zbiezny. Zgodnie z wcze-
$niejszym rozumowaniem, jego granica jest g. Teraz skoro by, 1 — ¢, to rowniez

ban = h(b2n—1> - h(Q) =Jg.

Oznacza to, ze oba podciagi (indekséw nieparzystych i parzystych) maja te sama
granice g. Z twierdzenia o scalaniu, b, — g.

C1aG (b,), SPOSOB III Najpierw sprawdzamy indukcyjnie, ze b, > 1. Stad wynika
tez, ze by = 2 + — < 3. Oznaczmy teraz granice dolng [ := liminf b,, oraz gérng
u = limsupb,; z dotychczasowych ograniczen wiemy, ze 1 <[ < u < 3.
Przyktadajac granice dolng do rekurencji na b,,, otrzymujemy:

1 1 1
I =liminf b, = liminf (2—1— ) =2+ —— =24+ —
by, lim inf b, U

Analogicznie wyprowadzamy réwnosé¢ u = 2 + % Laczac te dwie rownosci w jedna,
dowiadujemy si¢, ze zarowno [ jak i u rozwiazuja rOwnanie
1
=24+ —.
2+

x



Rozwigzaniami sg 24 = 1 £ /2. Wiemy jednak, ze [,u > 1, a wiec | = u = 1 + /2.
Skoro dolna i gérna granica sie pokrywaja, to granica ciggu b, rowniez istnieje i jest

réwna 1+ /2.

Zadanie 3. Zbadaé¢ zbiezno$¢ ciggu zadanego rekurencyjnie przez by =
b1 =4/02+1dlan=1,2,...

Zadanie 4. Wyznaczy¢ granice ciaggéow o podanych wyrazach:
3nt 4 2n
2n” + 3" n? +1 VnZ+n
cn = V31 + 2nt — V/nd — ni; d, = v/nd +2n% — /nd — nA.

an

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby bedace granicami podciagéw ciagu

na\ i+
an:<1+<20033> ) )

Uwaga. Wolno korzystac¢ ze szkolnej wiedzy o wartosciach cos .
Zadanie 6. Niech a,, € R bedzie ciagiem ograniczonym. Rozwazmy zbiér

A= {khm Qp, : an, Posiada graniceg} CR,

czyli zbiér granic podciagéw ciagu a, (+00 i —oo tez sie licza).

]

2020,

(a) Wykazaé, ze zbiér A jest domkniety, to znaczy: jesli b, € A dla kazdego k € N

oraz b, — b, to rowniez b € A.

(b) Wywnioskowaé, ze zbiér A posiada element najwickszy.

Uwaga. Ten element nazywamy gorng granica ciggu a,, i oznaczamy lim sup a,.

(¢) Zdefiniujmy analogicznie dolna granice lim inf a,,. Sprawdzié, ze ciag a,, posiada

granice wtedy i tylko wtedy, gdy lim inf a,, = lim sup a,,.
(d) Sprawdzi¢ réwnosci

limsupa,, = inf supa,,, liminfa, = sup inf a,.
eN >k keN n=k



Zadanie 7. % Niech 7,25 beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Okreslamy ciag
. Udowodni¢, ze ciag ten jest zbiezny.

Tp WZOTCIM Ty = ="

Zadanie 8. % Ciagi (a,), (b,) sa okreslone rekurencyjnie:
1
ap=1, 0o =1; app1 = b V2 byt = byt gy

Wykazaé¢ zbieznos¢ i obliczy¢ granice obu tych ciagow.



Techniki dowodzenia zbieznosci — podsumowanie

Arytmetyczne wlasnosci granicy. Branie granicy ciagéw jest zgodne z ich do-
dawaniem, mnozeniem i dzieleniem. Ale réwniez z wartoscia bezwzgledna i maksi-
mum/minimum dwoch ciggdw.

Uwaga. To pozwala ze zbieznosci pewnych najprostszych ciagéw (np. 1/n, 2" n/2")
wnioskowaé o zbieznosci wielu innych.

Twierdzenie o trzech ciggach. Jedli a, < b, < ¢, dla dostatecznie duzych n € N
oraz ciagi a, i ¢, sa zbiezne do tej samej granicy, to b, réwniez.
Uwaga. W niektérych przypadkach zadany ciag b, ma skomplikowang postaé, ale
jestesmy w stanie ograniczy¢ go z goéry i z dotu przez bardziej przyjazne ciagi a,, c¢,.
Jesli tylko maja one te samg granice, otrzymujemy zbieznosc b,.

Monotoniczno$é. Kazdy ciag monotoniczny posiada granice (skoriczona lub nie).

Uwaga. Czasami nietrudno jest wykaza¢ monotonicznosé, skad juz wynika zbieznosé,
chociaz nie znamy granicy. W przypadku ciagéw rekurencyjnych jednak tatwo wy-
znaczy¢ jej wartosc.

Warunek Cauchy’ego. Ciag a, jest zbiezny (do granicy skonczonej) wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnia warunek Cauchy’ego: dla dowolnego € > 0 istnieje ny € N takie,
ze |lay — ap| < e dla wszystkich k,n > ny.

Uwaga. Podobnie jak z monotonicznoscia, warunek ten pozwala sprawdzi¢ zbieznos¢
(nawet jest jej rGwnowazny), ale nie daje informacji o granicy.

Twierdzenie o scalaniu. Jesli nieskonczone podzbiory Iy, ..., I, C N sumujg sie
do N oraz kazdy z m ciggdéw wyznaczonych przez indeksy ze zbioréw odpowiednio
I, ..., I, zbiega do tej samej granicy g, to caly ciag a,, tez zbiega do g.
Najprostsze zastosowanie: jesli as, — ¢ 1 asp1 — g, to réwniez a,, — g.

Uwaga. To przydaje sie, jesli odpowiednie podciagi tatwiej poddaja sie analizie niz
caly ciag (np. mozna je wyrazi¢ bardziej zwartym zbiorem albo sa monotoniczne).

Rekurencje. Jesli ciag a, spehia rekurencje a, 11 = f(a,) (gdzie f jest funkcja
ciagla) i jest zbiezny do g, to g spelnia réwnos¢ g = f(g). Przez ciagto$¢ rozumiemy
tu, ze zbieznos¢ a, — g pociaga za soba f(a,) — f(g)-

Uwaga. Pozwala to wyznaczy¢ granice, a przynajmniej kandydata na granice. Trzeba
jednak osobno wykazaé¢ zbieznosc.



Zastosowanie granic gérnych i dolnych. Jesli limsupa, < g oraz liminfa, > g,
to a, — g.

Uwaga. Tres¢ zawarta w tym stwierdzeniu jest bardzo prosta, ale jezyk granic géornych
i dolnych pozwala w zwarty sposéb sformutowaé¢ pewne wnioski posrednie w rozu-
mowaniu. Gtéwnag zaleta tych pojec jest to, ze liczby lim sup a,, i liminf a,, sa zawsze
dobrze zdefiniowane, w odrdznieniu od lim a,,.

Zastosowanie pojecia rownosci asymptotycznej. O dwoch niezerowych ciggach
an, by, # 0 méwimy, ze sa asymptotycznie rowne (i piszemy a,, ~ by,), jesli a, /b, — 1.
Relacja ta:

e jest zwrotna, symetryczna i przechodnia;
e jest zgodna z mnozeniem, tzn. a, ~ b, implikuje c,a, ~ ¢,by;
e jedli a, ~ by, 1 b, — g (dopuszczamy réwniez ¢ =01 g = ), to a, — ¢.

Uwaga. Te stwierdzenia sa same w sobie oczywiste, ale moga uprosci¢ zapis. Jesli
badamy zbieznos$é¢ ciagu c¢,a,, przy czym a, ~ b,, a b, ma duzo prostszg forme niz
a,, to wystarczy badac c,b,.

Lemat Stolza. Jedli b, — oo i b, jest rosnacy od pewnego miejsca, to
a

eER = = :
bn—l—l_bn—)g bn—>g

Ap+1 — An

Ta sama konkluzja zachodzi, gdy a,,b, — 0 oraz b, jest scisle monotoniczny od
pewnego miejsca.

Uwaga. Twierdzenie niezwykle przydatne za kazdym razem, gdy badamy zbieznosé
utamka a, /b,, a ciagi réznic sa tatwiejsze w analizie. W przysztosci ciagtym odpo-
wiednikiem lematu Stolza bedzie zasada de I’'Hospitala.



Whasnosci granic gornych i dolnych

Przypomnienie. Niech a, bedzie dowolnym ciggiem, a przez w,,) € R oznaczmy
zbiér granic wszystkich podciggow (skoriczonych lub nie). Okazuje sie, Ze w,,) ma
element najwigkszy, ktory oznaczamy przez limsupa, i nazywamy granicg gorng
ciaggu a,. Alternatywna definicja:

lim sup a,, = inf sup a,,.
n—oo eN n>k

Podobnie definiuje sie granice dolng liminf a,,.

Zadanie 1. Zal6ézmy, ze g = limsup a,, jest liczbg skonczong oraz ¢ > 0. Wowczas
(a) a, < g+ ¢ dla dostatecznie duzych n € N,
(b) istnieje nieskonczenie wiele n € N, dla ktérych a,, > g — ¢.

Sformutowaé analogiczng wtasnosé w przypadku g = +00 i g = —o0.

Zadanie 2. Dany jest ciag a,. Sprawdzi¢, ze jesli liczba g € R dla dowolnego € > 0
spelia wlasnosé (a) z poprzedniego zadania, to limsup a, < g. Natomiast jesli dla
dowolnego e > 0 spelnia wtasnosé (b), to limsupa, > g.

Wskazowka. Oznacza to, ze charakteryzacje z poprzedniego zadania mozna przyjac
jako alternatywng definicje lim sup a,,.

Zadanie 3. Sprawdzié¢, ze limsup(a, + b,) < limsupa, + limsupb, (o ile prawa
strona nie jest symbolem nieoznaczonym).

Poda¢ przyktad ciggow a,, b,, dla ktorych powyzsza nieréwnosé jest ostra.

Zadanie 4. Zatézmy, ze ciagi a,, b, spelhiaja a, < b, dla dostatecznie duzych n.
Pokazac, ze
liminf a, < liminfb,, limsupa, <limsupb,.

Podaé przyktad ciagéw a,,, b,, dla ktérych lim sup a,, > liminf b,,.

Zadanie 5. Dla dowolnego ciagu a,, zachodzi limsup(—a,) = — liminf(a,).

Rozwigzanie. Rozwazmy zbiory w(a,), W(—a,) granic odpowiednich podciggow. Jesli
g € W(a,), to istnieje podciag ay, zbiezny g, wigc odpowiedni podciag —ay,, zbiega do



—g, co dowodzi —g € W(_,,). To dowodzi zawierania —w(,,) € w(—a,); analogicznie
pokazujemy przeciwne zawieranie, zachodzi wigc rownos¢ w(_q,) = —Wa,). Stad:

lim sup(—a,) = max(w(_q,)) = max(—w(,)) = —min(w,)) = — liminf(a,).

[

Definicja. Funkcje f nazywamy ciagta, jesli lim f(z,) = f(limz,) dla dowolnego
ciggu zbieznego x,.

Zadanie 6. Jesli funkcja f jest niemalejaca i ciagla, to

limsup f(a,) = f(limsupa,), liminf f(a,) = f(liminfa,)

n—oo n—o0o n—0oo n—oo

dla dowolnego ciagu a,,.
Uwaga. Jesli w powyzszych réownosciach pojawia sie wielkosé f(oco), to nalezy ja
rozumie¢ jako granice f w nieskonczonosci, czyli w tym przypadku sup,cp f(2).

Rozwigzanie. Rozwazmy pierwsza z réwnosci.

Gdy limsupa, = oo, to istnieje podciag a,, — oo i dla niego f(an,) — f(c0), co
dowodzi f(00) € w(f(ay))- Z drugiej strony, f(x) < f(oco) dla dowolnego = € R, wiec
f(00) jest ograniczeniem gornym wyy(a,)). 10 oznacza, ze musi by¢ jego najwiekszym
elementem.

Gdy ¢ := limsup a,, jest skoficzone, istnieje podciag a,, — ¢ i dla niego f(an,) — g,
a wiec limsup f(a,) > g. Z drugiej strony, przyjmijmy ¢ > 0. Skoro dla dostatecznie
duzych n zachodzi a,, < g+e¢, to réwniez f(a,) < f(g+¢), skad limsup f(a,) < f(g+e).

Stosujac to rozumowanie dla e = %, %, i, ... 1 powotujac si¢ na ciagtos¢ f, otrzymu-
jemy teze.

Druga z rownosci moze by¢ zredukowana do pierwszej poprzez rozwazenie ciggu —a,,
w miejsce a,, i funkcji —f(—z) w miejsce f(x). ]

Zadanie 7. Gdy f jest nierosnaca i ciggta, zachodzi

limsup f(a,) = f(ligiogf an), ligiogff(an) = f(limsupa,).

n—oo n—oo

Wskazowka. Skorzystaé z poprzedniego zadania dla funkcji — f.



Lemat Stolza (zastosowanie). Dane sa dwa ciagi a,, b,, przy czym b, / oc.

Wowczas
. Qp, . Ap41 — Ap
limsup — < limsup ———
n—00 n n—00 n+1 — bn

Uwaga. Nie ma tutaj zatozenia o zbieznosci! A klasyczng wersje mozna wywniosko-
wad, stosujac powyzsza nieréwnos¢ dla par ciagow (a,, b,) i (—ap, by).

Rozwigzanie. Przyjmijmy ¢ > 0. Wowczas istnieje m € N takie, ze Z:ﬁ%;’: <g+e

dla k > m. Rozwazmy teraz n > m i zsumujmy stronami nieréwnosci

afm-i—l — Um < (g + 5)(bm+1 - bm)7
Am+2 — Q1 < (9 + 5)(bm+2 - bm+1)>

Ap—1 — Ap—2 < (g + 5)(bn—1 - bn—?)a
i — tpy < (g +€)(bn — bu_y).

Otrzymujemy w rezultacie

Ay — Ay, < (g + 5)(bn - bm)7
Qp, < (9 + 6)(bn - bm) + Am,

bm_ m
b<(g+g)+(9+€)b ¢

dla n > m.

Przy n — oo prawa strona ostatniej nierownosci jest zbiezna do g+ ¢, skad wniosku-

jemy limsup §* < g +¢. Poniewaz rozumowanie to jest w mocy dla dowolnego € > 0,

otrzymujemy teze. O]



Granice ciagow

Zadanie 1. Sprawdzi¢ zbieznos$¢ ciagéw rekurencyjnych

0 ] n+1 n 1
ag = a; = Apto = ——ap, —ay,,
0 , a1 y Ap42 nt2 +1 )
1 n+1
bp =0, by =1, b o =——0b, —b,.
0 1 +2 nto +1 "t 9

Wyjatkowo nie jest wymagane wskazanie granicy.

Zadanie 2. Znalez¢ granice ciagu ﬁ(\/ﬁ + n1+2 +...+ \/nlﬂ)

Zadanie 3. Obliczy¢ granice
. P+ +(Bn—2)8
lim )

n—o00 n4

Zadanie 4. Wykaza¢, ze ciag :—,'L zbiega do zera.

Wskazowka. Zastosowaé nieréwnos¢ miedzy $rednia arytmetyczng a geometryczna.

Zadanie 5. Znalez¢ granice ciggu

ap, =VaAn2+n+1—vVn2+n+1—n.

Zadanie 6. O ciaggu a, wiadomo, ze
g + G2ny1 — A, agy +az,1 — B

dla pewnych liczb A > B > 0. Wyznaczy¢ granice ciggu -222—

azn41’
Wskazowka. Sprawdzi¢, ze od pewnego miejsca ciag as, 1 zbiega monotonicznie do

nieskonczonosci.

Zadanie 7. % Dany ciag (z,) o wilasnosciach: =, > 0 (dla n = 1,2,3,.
Timan < T+ 2, (dlam,n =1,2,3,...). Okreslamy nowy ciag (y,) wzorem: y,, =
(dlan=1,2,3,...). Dowies¢, ze ciag (y,) jest zbiezny (do granicy skonczonej).

);
Tn
n

Zadanie 8. % Niech a, = ITi_, (}). Obliczy¢ lim, o al/™.

Zadanie 9. Y Dany jest ciagg promieni rq,79,... > 0. Wiadomo, ze dla kazdego
n € N istnieja kota o promieniach 74, ..., r, i parami roztacznych wnetrzach, zawarte
w kwadracie [0, 1]2. Wykaza¢, ze istnieje réwniez nieskonczony ciag kot o promieniach
r1,T9,... 1 parami roztacznych wnetrzach, zawartych w tym samym kwadracie.

Wskazowka. Zastosowaé tzw. metode przekatniows.



Praca domowa — granice ciggow
Termin: piatek 20 listopada, godz. 12.15

Zadanie 1. ® Sprawdzi¢ zbieznoéé ciagéw rekurencyjnych

0 ] n—+3 1
co=0, c1 =1, chyo = ——Cpy1 — ——Cp,
0 , C1 y Cn+2 N9 +1 D)
2n + 3 n+1
do=0,d =1, dpyo = ——dyp1 — ——d,,.
0 , a1 y Ap42 "t 2 +1 !

Wyjatkowo nie jest wymagane wskazanie granicy.

Zadanie 2. ® Dowiesé, ze ciagi

L, 4
ay, = — et —,
n n+1 2n
by g
" n+1 n+2 7 2n

posiadaja granice. Oznaczmy je odpowiednio przez A i B. Uszeregowac liczby A, B, 0, %, 1
w kolejnosci niemalejacej (zaznaczajac, jesli ktéres dwie sa réwne).

Zadanie 3. ® Obliczy¢ granice ciagéw o podanych wyrazach:

_ 3n* + In® — 2ny/n + (3/2)"
snt + 20 — Iny/m+ (2/3)"

1 1
cn:n(f/ak—ir—\]%ak—) (k € N, a > 0 stale).
n n

Zadanie 4. ® Ciag z, jest okreslony rekurencyjnie zaleznoscig ,41 = % W za-

leznosci od wyrazu poczatkowego zy > 0 ustali¢, czy ciag ma granice i jaka.

bn




Liczba e i przyjaciele

Skrét najwazniejszych informacji. Liczba e = lim(l—i—%)" jest zdefiniowana wraz
z funkcja wyktadniczg exp(z) = e” = lim(1 + £)". Kilka podstawowych wtasnosci:

e =0, el =e¢,

etV = ¢"¢¥ dla dowolnych z,y € R,

1
e* > 1+zdazxelR, ea’gl
—x

dla z < 1,
exp: R — (0,00) jest funkcja rosnaca i na.

1

. . . , . n
Alternatywnie mozna definiowac¢ e = 37 S ie® =37

F.
Ostatnia z wlasnosci pozwala zdefiniowaé¢ funkcje odwrotna In: (0,00) — R (loga-
rytm naturalny). Odnotujmy jej siostrzane wlasnosci:

In(1) =0, In(e) =1,
In(zy) = In(x) + In(y) dla dowolnych x,y > 0,
x
1+z
In: (0,00) — R jest funkcja rosnaca i na.

<In(l+42z) <z daaz>0,

Zadanie 1. Niech (a,) bedzie ciagiem zbieznym do zera, spelniajacym a, # 0 dla

. ’ . ’ . a _
n € N. Z ograniczen 1 + x < e* < ﬁ wywnioskowad, ze 6271
n

— 1.

Zadanie 2. Wykaza¢, ze ciag a,, = % jest rosnacy i zbiega do e.

Wskazéwka. Powiazaé go z ciagiem e, = (1 + %)"

Zadanie 3. Znany jest lemat o ciggach szybko zbieznych do zera:
na, -0 = (1+a,)" — L

Wykazaé¢ duzo prostszy lemat o ciggach wolno zbieinych do zera:

na, — oo =— (l+a,)" — oc.



Zadanie 4. Znalez¢ granice ciggu
p =" ({75 — 1)
w zaleznosci od statej a > 0.

Zadanie 5. Znalez¢ granice ciggu
2 1 "
- (159
3 Ve
w zaleznosci od staltej a > 0.

Zadanie 6. Sprawdzi¢, ze jesli a, — 01 b, — 00, a ciag a,b, zbiega do dodatniej
skoriczonej granicy g, to ciag (1 + a,)" jest zbiezny do €.

Inn

Zadanie 7. Wykaza¢, ze ciag 7t zbiega do zera dla dowolnego p > 0.

p

Zadanie 8. Obliczy¢ granice (lub wykazaé, ze ktoras nie istnieje):

() i oo (k)

(b) lim, e n® (/n —1) (gdzie 0 < w < 1 jest stala);

(c) lim, oo <W> (gdzie a,b,c > 0 sa stale)

Zadanie 9. Niech H, :=1+ % + % + ... % Z wyktadu wiadomo, ze ciag H, —Inn
jest zbiezny do staltej Eulera-Mascheroniego v ~ 0,577. Stad (i z H, — oo) wynika
w szczegolnosci, ze ciag 1%1 jest zbiezny do jedynki.

Hy 7,

Dowies¢ bezposrednio, ze ;
nn

Zadanie 10. Wiadomo, ze (1 + %)” /" e. Wykazac, ze

((1 + i)n)n el

e

(1+1)-1

1
Wskazowka. Skorzystaé z granicy o ,TIZ n— —%, ktora uzasadnimy za kilka tygo-
dni.



Uwaga. Mozna wykazaé, ze ciag w zadaniu jest malejacy, co pozwala poprawi¢ znane

: n! n : n! n —-1/2 — 2 :
nam oszacowanie ()7 < e" do oszacowania — T > e’ -n /2. e m/ (gdme Yn

(n+1)
jest ciagiem definiujacym stala Eulera-Mascheroniego).

Zadanie 11. % Niech z, bedzie dodatnim pierwiastkiem wielomianu x(z+1)" —1.
Znalez¢ ciag (a,) dany wyraznym wzorem taki, by zachodzita rownos¢ asymptotyczna
Ty ~ Gy (przy n — o0), to znaczy a,/x, — 1.

Zadanie 12. % Dany ciag liczb dodatnich a,,. Okreslamy ciag c,, wzorem c¢,, = (%)n
Dowies¢, ze limsupc, > e.



Zadanie 13. % Niech {2} := = — [z] oznacza czesé utamkows liczby z, a v oznacza
statag Eulera-Mascheroniego. Wykazac, ze

1 X (N
i ol 1— .
Ndzl{d}_> !

Wskazéwka. Mozna to zrobi¢ w nastepujacych czterech krokach.

(a) Uzasadni¢ réwnosé

(b) Stosujac wzér wlaczen i wylaczen, wyprowadzié
N

P AR

a-b<N a<V'N b<V'N

(¢) Uzasadnié¢, ze prawa strona jest réwna
N
2 Z — — N+ Ey
d<v'N
dla pewnej liczby Ey spelniajacej |E,| < 3v/N.
(d) Uzasadni¢ i wykorzystaé zbieznosé
> s Inr —
d T

d<z

YUwaga notacyjna: przez sume Y. rozumiemy sume po wszystkich liczbach naturalnych
p(d)
d € {1,2,...} spelniajacych warunek p(d). Podobnie suma > oznacza sumowanie po parach
q(a,b)
(a,b) spelniajacych g(a,b).



Zestaw rozgrzewkowy przed kolokwium

Zadanie 1. Dane sa liczby a < b oraz x # 0. Wykazaé, ze istnieje liczba wymierna
q € Q, dla ktérej a < gx < b.

Zadanie 2. Wykazaé, ze v/2 + % jest liczba niewymierng.

Zadanie 3. O ciggu z, wiadomo, ze 0 < x,, < 1 dla kazdego n € N. Wykaza¢, ze

zbiér .
X:{n:n:1,2,...}

n

jest ograniczony i inf X = 0.

Zadanie 4. Wykazaé, ze kazda liczba naturalna n > 8 daje sie przedstawi¢ jako
suma trojek i piatek. Innymi stowy, dla kazdej liczby naturalnej n € N istnieja
a,b e {0,1,2,...} spelniajace n = 3a + 5b.

Zadanie 5. O ciagu (a,) wiemy, ze istnieje liczba g € R taka, ze
nhﬁrgo axn, = g dla dowolnego k = 2,3,4,....
Czy wynika stad, ze a, zbiega do g7
Zadanie 6. Zatézmy, ze ciag a, € R ma nastepujace wtasnosci:
e posiada podcigg zbiezny do —1;
e posiada podciag zbiezny do 1;
e a1 —ay| < % dlan=1,2,....
Wykazaé, ze posiada rowniez podciag zbiezny do 0.

Zadanie 7. Wyznaczy¢ zbiér wszystkich wartosci (skonczonych lub nie), ktére moz-
na uzyska¢ jako granice ciagéw postaci x,, = a’, przy czym a, > 0 oraz

(a) a, — 0, b, — 0;

(b) a, — 1, b, — .



Tp(b—xy).

Zadanie 8. Zbada¢ zbieznos¢ ciggu zadanego rekurencyjnie: oy = %, Tpy1 = i

vn

Zadanie 9. Znalez¢ granice ciagu 327
Zadanie 10. Znalezé granice ciggu: xg = 2, T, 41 = %(mn + 2.

In

Zadanie 11. Zbadaé zbieznosé¢ ciggu

a, =\6+V6+... (n pilerwiastkéw, n széstek).

Zadanie 12. Dla kazdego n € N dany jest przedziat I,, = [a,, b,]. Pokazaé, ze jesli
I,+1 C I, dla kazdego n € N, to czes¢ wspoélna (,,cy I, jest niepusta.



Kolokwium 28.11.2020

Zadanie 1. Niech sg = V2 oraz S,41 = 2+ s, dlan = 0,1,2,.... Wykazaé, ze
kazda liczba w tym ciggu jest niewymierna.

Zadanie 2. Znalez¢ kresy zbioru

n
B={ "~ imez}.

Uwaga. Prosze zwrocié uwage, ze n przyjmuje réwniez wartosci ujemne.

Zadanie 3. Ciag Fibonacciego zadany jest przez
F1:1, F2:1, Fn+2:Fn+l+Fn dlan:1,2,3,....

Wykazaé, ze dwa kolejne wyrazy zawsze sg wzglednie pierwsze, to znaczy dla kazdego
n € N jedyna liczba d € N dzielaca jednoczesnie F), i F, 1 jest d = 1.

Zadanie 4. Wykaza¢, ze ciag rekurencyjny

Qp+1 + Qp

5 dlan=20,1,2,...

ar=0, ag=1, a,2=
jest zbiezny. Wyznaczy¢ jego granice.
Zadanie 5. Dane sg ciagi
an=nvVn2+1-n2 by=n>—nvn2—1 dlan=1,2.3,....

Sprawdzié¢, ze kazdy z nich jest monotoniczny. Znalezé granice ciagu (a,) oraz granice
ciagu (b,).

Zadanie 6. % O ciagu (a,) wiadomo, ze

lim (anﬂ _ ““) 0.

n—oo

Wykazaé, ze a,, — 0.



Wprowadzenie do szeregow liczbowych
Definicja Suma szeregu ) >, a,, to nic innego jak granica ciggu sum cze¢sciowych
Sp=a1 + ...+ ay.
Oczywiscie moze istnie¢ lub nie.
Przydatna uwaga. Gdy a, > 0, to granica s,, zawsze istnieje. Sa dwie mozliwosci:
granica jest skoficzona (3 a, € [0,00)) lub nieskonczona (3 a, = 00).

Zadanie 1. Obliczy¢ sume szeregu > o, m.

Zadanie 2. Sprawdzi¢ kryteria Cauchy’ego i d’Alemberta dla szeregu > Hg;nl)n

2

Zadanie 3. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu > 2" (niﬂ)n

Zadanie 4. Sprawdzi¢ zbieznos¢ szeregu > g i obliczy¢ jego granice.

Zadanie 5. Dla jakiej wartosci statej ¢ > 0 szereg

o0

c'n!
>

n
n=1 n

jest zbiezny, a dla jakiej nie?
Zadanie 6. Sprawdzi¢, ze szereg > # jest zbiezny dla p > 1, a rozbiezny dla p < 1.

Zadanie 7. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu
> c
Z In (1 + )
n=1 ny
w zaleznosci od parametréw ¢, p > 0.
. ’ . . ’ o, 1
Zadanie 8. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu Y. e s

. .. . 1-1
Zadanie 9. % Mamy szereg zbiezny o wyrazach a,, > 0. Niech b, := an, ™. Czy ze
zbieznosci szeregu Y a,, wynika zbiezno$¢ szeregu > b,



Szeregi o wyrazach nieujemnych

Zadanie 1. Dany jest ciag a, > 0 oraz ciag b, = ¥a,0n110,12. Dowiesé, ze jesli
szereg Y a, jest zbiezny, to rowniez szereg b, jest zbiezny.

Zadanie 2. Dla kazdego z podanych szeregéw nalezy ustali¢, czy jest zbiezny, czy
rozbiezny (odpowiedZ moze zaleze¢ od wystepujacych statych — tzw. parametrow).

> 1
(a) > n7" (\3/8 +—— 2) (zaleznie od statej w > 0)
n=1 n

> 1
) > (Inn) - (Inlnn)p

n=2020 't"

(zaleznie od statej p > 0)

[e.e] en

©) X

n=2

Zadanie 3. (kryterium Raabego) Jesli a, > 01 R, :=n (“—” - 1), to

An+41

limsupR, >1 = Zan<oo,
R,<1 ddd.n — Zan:oo.

Wskazowka. Poréwnaé z szeregiem ) ni dla odpowiedniego s.

Zadanie 4. Zbadac¢ zbieznosé¢ szeregu o wyrazie ogdlnym

2
n

Zadanie 5. (kryterium Kummera) Szereg 3" a,, o wyrazach dodatnich jest zbiezny
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag b, > 0 i stata g > 0 takie, ze

2n — 1
on

3
T

(NN

an
by — b1 =g ddd. n.
Qp41
Wskazowka. W jedng strone — przyjac b, = Z’“%ak W drugg — zastosowaé argument

teleskopowy.

Zadanie 6. W kryterium Kummera



(a) sprawdzi¢, jakie kryterium otrzymujemy dla b, = 1;
(b) sprawdzié, jakie kryterium otrzymujemy dla b, = n;

(c) sprawdzi¢ bezposrednio, ze dla a,, = % taki cigg b, > 01istala g > 0 nie istniejg.

. . . . . . 2 .
Zadanie 7. % Rozwazamy szeregi zbiezne postaci 2 aail ygdziel =ag > a1 =2 as > ... 2 0.

Obliczy¢ kres dolny zbioru sum wszystkich takich szeregow.

Zadanie 8. % Szereg ) °,a, o wyrazach nieujemnych jest zbiezny do sumy s.
Oznaczmy ¢, = /ay - ... - a,. Dowie$¢, ze szereg > > | g, jest zbiezny do sumy nie-
wiekszej niz e - s.



Praca domowa — zbieznos¢ szeregdw

Zadanie 1. ® Obliczy¢ sume szeregu

R S . S—
1-2-3-4 2.3.4-5 3.4.5-6 4-5-6-7

Zadanie 2. ® Wyijaséni¢, czy nastepujace szeregi sa zbiezne:

)5 (Y + i+ o+ )
Sy vt )

b) i (ln(n3 +n+1)—In(n® - n))

(C) Z(ln n>flnlnn
n=3
Przypomnienie. Szereg > n~P jest zbiezny dokltadnie dla p > 1.

Zadanie 3. ® Dla kazdego z podanych szeregdéw nalezy ustalié¢, czy jest zbiezny, czy
rozbiezny (odpowiedZ moze zaleze¢ od wystepujacych statych — tzw. parametrow).

&) i\n/ﬁ\/%lcn

(gdzie ¢ > 0)

o0 bn

(a) ngl ST (gdzie b > 0)

Zadanie 4. ® Dane sg ciagi liczb dodatnich (ay,) i (b,). Zakladamy, ze szeregi 3 %
iy Z—i sg zbiezne. Czy stad wynika zbieznos¢ szeregdéw > a, i Y. b,7



Sumowanie a la Lebesgue

Zadanie 1. Niech a: X — [0, 00) bedzie funkcjg nieujemng okre$lona na dowolnym
zbiorze. Rozwazmy
a:= su a ,
Z Ygxpsk. {y;/ (y)}
czyli supremum ze wszystkich skonczonych sum wartosci a. Wykazaé, ze w przypadku
funkeji a: N — [0, 00), czyli ciagu o wyrazach nieujemnych, tak zdefiniowana warto$é
> a jest rowna sumie szeregu Y. a,.

Uwaga. Wynika stad, ze w szeregu o wyrazach nieujemnych mozemy dowolnie per-
mutowaé¢ wyrazy, nie zmieniajgc sumy.

Uwaga. W ten sam sposéb mozna zdefiniowaé¢ sume szeregu o wyrazach dowolnych.
Dla a: X — R wprowadzmy zbiory

Xt :={zr e X :a(zx) > 0}, X :={re X :alx) <0}

i pomocnicze funkcje nieujemne a* := a|x+, a” := —alx-. Jesli tylko obie maja skon-

czone sumy (lub réwnowaznie 3 |a| < 00), to mozemy zdefiniowaé Y} a := Y at—> a".
W dalszej czesci bedziemy jednak przyjmowaé dla wygody, ze a(x) > 0.

Zadanie 2. Zalézmy, ze zbiér X daje sie roztozy¢ na sume roztaczng X = U, ey Xn-
Sprawdzi¢, ze wowczas
Xn) )

gdzie Y- alx, jest suma obcietej funkcji a: X, — [0, 00).

o0

Ya=3 (Xa

n=1

Wywnioskowac stad, ze dla podwdjnie indeksowanego ciggu a,; = 0 zachodzi row-
nosé

0o oo 0o oo
PIDBLINED DD DL
n=1k=1 k=1n=1

Zadanie 3. Wyznaczy¢ sume szeregu > n?q" dla q € (0,1).
Zadanie 4. Wprowadzmy funkcje dzeta Riemanna wzorem
> 1

C(s) =2

n=1

dla s > 1.
nS



Obliczy¢ Y2, (C(k) — 1).

Zadanie 5. Udowodnié¢ rownosé
—1
> 1 * 1 (2n
— =3 — .

Wskazowka. Rozwazy¢ a,, , = %

Zadanie 6. % (a) (lemat Fatou) Jedli a*: X — [0,00) jest ciagiem funkcji nie-
ujemnych oraz a(z) := liminf a*(z) dla kazdego z € X, to

.. k
Zaghlgr_l)glea )

(b) (twierdzenie Lebesgue’a) Zalézmy, ze a*: X — R jest dowolnym ciggiem funkcji
zbieznym punktowo do a: X — R, to znaczy a*(x) — a(x) dla kazdego x € X. Zaldz-
my dodatkowo, ze istnieje funkcja g: X — [0, 00) (majoranta) spetiajaca > |g| < oo
oraz |a*(z)| < g(x) dla kazdego k e Nix € X.

Wowczas funkcja a spelia Y |a| < oo oraz zachodzi zbieznosé

S ak B g



Zbieznos¢ szeregdbw — podsumowanie

Uwaga. Gdy wyrazy a,, > 0 sa nieujemne, to szereg Y a,, zawsze posiada granice, sg
tylko dwie mozliwosci: Y- a,, € [0,00) (szereg zbiezny) lub 3 a,, = oo (szereg rozbiez-
ny). Dlatego bedziemy czasami pisali 3" a,, < 0o na zaznaczenie, ze zachodzi pierwsza
mozliwos¢. Dla szeregéw o wyrazach dowolnych taki zapis jest bardzo mylacy.

Kryterium poréwnawcze Jesli 0 < a, < b, to

an<oo — Zan<oo,

Zan:oo — an:oo.

an

Kryterium asymptotyczne Jesli a,,b, > 0, a ciagg 3 zbiega do skonczonej do-
datniej granicy, to
da, <0 = D b, <.

Kryterium Cauchy’ego (poréwnanie z szeregiem geometrycznym) Jesli a,, > 0
il :=limsup a,, to

<1 = ) a, <o,
[>1 — Zan:oo.

Kryterium d’Alemberta (poréwnanie z szeregiem geometrycznym) Jesli a,, > 0,
M := limsup “* i m := lim inf “*** to

M<l = Zan<oo,
m>1 = Zan:oo.

Kryterium zageszczeniowe Jesli a, > 0 i ciag a, jest malejacy, to

Zan <oo — Z2”a2n < 00.



Uwaga. Nastepne kryteria dotycza szeregow o wyrazach dowolnych. Mowimy wtedy
o szeregach zbieznych i rozbieznych (zaleznie od tego, czy ciag sum czesciowych
ma skonczona granice). Przy tym szereg zbiezny > a,, jest zbieiny bezwglednie, gdy
> lan| < 00, a zbiezny warunkowo w przeciwnym przypadku.

Kryterium Leibnitza Jedli a, \ 0, to szereg > (—1)"a, jest zbiezny.
Kryterium Dirichleta Jesli
o a, \, 0,
e sumy czesciowe ciggu b,, sg ograniczone,
to szereg > a,b, jest zbiezny.
Kryterium Abela Jesli
e ciag a, jest monotoniczny i ograniczony,
e szereg > b, jest zbiezny,

to szereg > a,b, jest zbiezny.



Szeregi o wyrazach dowolnych

Zadanie 1. W sumie nieskonczonej
1—1+1-1+...

wstawi¢ nawiasy na dwa sposoby — by otrzymac¢ granice 0 albo granice 1. Pokazac,
ze jesli dodatkowo zmieni¢ kolejnos¢ sktadnikéw, to mozna otrzymacé +oo.
Zadanie 2. Obliczy¢ sume szeregu anharmonicznego

oo [ n 1 1 1 1

s .z 7 . 7 s _ l l
Wskazowka. Wyrazi¢ sumy czesciowe tego szeregu przez sumy czesciowe Hy, = 1+5+.. .+

Zadanie 3. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu Y. w zaleznosci od ¢ € R.

+2n

Zadanie 4. Zbada¢ zbieznos¢ szeregow:

00 (_1)n ) ( 1)n 00 (_1>[n/7]
nZ::ln—lnn ngln—k —1)n+l nZ::l Vn

Zadanie 5. Niech (b,) bedzie ciagiem zbieznym. Zbadaé zbieznosé szeregu

= (-1
;n—l—bn'

Zadanie 6. Zbada¢ w zaleznosci od statej z € C\ {1}, czy szereg >0, 2[1 (Zf1>n

jest zbiezny.

Wskazowka. Rozwazy¢ zbieznosé w zaleznosci od statej w := =

1
Zadanie 7. Czy szereg Y  —sin (n + (In n)_2) jest zbiezny?
n=2"
Wskazowka. Porownac z szeregiem % sin(n).

Zadanie 8. Zdefiniujmy (Z) — alazb.-lazntl) 414 p € Nia € R. Sprawdzié, ze
szereg



(a) jest zbiezny dla |z| < 11 a € R;
(b) jest rozbiezny dla |z| > 11 a € R;
(c) jest zbiezny dla x| =11a > 0.

Uwaga. Przekonamy sie kiedys, ze suma tego szeregu jest liczba (1 4+ z)®. Na razie
jest to jasne jedynie w przypadku a € N.

Zadanie 9. Zdefiniujmy funkcje cosinus wzorem

(o%e] x2n
CcoOST = 1" dla x € R.
2 G

Sprawdzi¢, ze powyzszy szereg jest bezwzglednie zbiezny dla kazdego R. Sprawdzi¢
tez, ze zachodzi réwnoéé cos(2z) = 2 cos?(z) — 1.

Wskazowka. Obliczy¢ iloczyn Cauchy’ego i wykorzystaé tozsamoscé

Co)+ )+ + () =2"dlan>1.

Zadanie 10. W podobny sposéb uzasadni¢ tozsamos¢ sin(2z) = 2sin x cos z, gdzie

00 x2n+1

inr = 1) dla z € R.
sin x nz:%( )(2n+1)! ax

Zadanie 11. Znalez¢ iloczyn Cauchy’ego szeregow:

o 002n

(a) Z — oraz Z .

n

n= 0
o
Z oraz Z 3”’

) Y a"oraz Y ", gdzie z € R, |z < 1.

n=0 n=0

Zadanie 12. % Ciag (c,) o wyrazach ¢, € {—1, +1} spelia warunek lim,, ., 4=+ = ()
(tzn. plusy i minusy wystepuja z jednakowq czestoscig). Czy stad wynika, ze szereg

neq 2 jest zbiezny?
Zadame 13 * Dane sg liczby «, 6 > 0. Dowie$¢, ze iloczyn Cauchy’ego szeregow
E i E jest szeregiem zbieznym wtedy i tylko wtedy, gdy o+ 3 > 1.



Praca domowa — szeregi o dowolnych wyrazach

Zadanie 1. ® Dla kazdego z podanych szeregdéw nalezy ustali¢, czy jest on zbiezny
bezwzglednie, zbiezny warunkowo, czy rozbiezny.

1 2n —1
(a) > r;_nQ sin <n47r>;

n=1 n

(b) > (ln(n2 ++/n) —2In n) -q" (zaleznie od stalej ¢ € R).

n=1

Zadanie 2. ® Wiemy juz, ze szereg > % jest zbiezny dla 5= ¢ Z. Czy bez-
wzglednie?
Wskazéwka. cos(2z) = 1 — 2sin?(x)

Zadanie 3. & Wezmy szereg postaci Y j:%, gdzie p pierwszym wyrazom przypiszmy
znak 4, q kolejnym wyrazom znak —, p razy +, q razy —, itd. Rozstrzygna¢, dla jakich
liczb naturalnych p, ¢ tak powstaly szereg jest zbiezny.

Inaczej mowigce: rozwazamy szereg > %, gdzie a,, = 1 dlanmod (p+q) € {1,2,...,p}
ia, =—1w przeciwnym przypadku.



Szeregi przerozne

Zadanie 1. Wykazac, ze szereg 3 sin(na) jest zbiezny dla kazdego o € R.

n

Wskazéwka. W przypadku o= ¢ Z rozwazy¢ szereg 3 % dla z = €',

. ; N —1)[vn—=1]
Zadanie 2. Wykaza¢ zbiezno$¢ szeregu > %

Wskazowka. Skorzystaé z nieréwnosci n%rl <In(1+41) <L

Zadanie 3. Zbadac¢ zbieznosé¢ szeregdw:

©) 2, mr

(b) i Sin(:;g/?))

(C) i n\/ﬁ(ec — 2)n

2n2 —8n +1

(zaleznie od statej c € R).

n=1

Zadanie 4. W szeregu 1 — % -+ % — i + % = é + ... zmieniamy kolejnos¢: p kolejnych
wyrazéw dodatnich, ¢ kolejnych wyrazéw ujemnych, znéw p kolejnych dodatnich, ¢
kolejnych ujemnych, itd. (p, ¢ € N ustalone). Sprawdzi¢ zbieznosé¢ powstatego szeregu
w zaleznosci od p i q.

Przykiad. Dlap:?),q:2toszereg1+%—l—%—%—i+%+l—l—l—ll—l—l—k....
Zadanie 5. Zbadac¢ zbieznos¢ iloczynéw nieskonczonych

HEDR ((REOR ()

n=1 n=2 n=1

rozumiang jako zbieznos$¢ odpowiednich iloczynow czesciowych.

Zadanie 6. Liczbe n nazywamy bezkwadratowa, jesli nie jest podzielna przez kwa-
drat zadnej liczby naturalnej poza jedynka. Niech (a,) bedzie ciagiem wszystkich
kolejnych liczb bezkwadratowych, czyli 1,2,3,5,6,7,10,.. ..

Zbadac zbieznos¢ szeregu > i

Wskazowka. Kazda liczbe naturalng mozna przedstawi¢ jednoznacznie jako iloczyn
kwadratu i liczby bezkwadratowe;j.



Zadanie 7. Oznaczmy przez (p,) ciag kolejnych liczb pierwszych, czyli 2,3,5,. ...
Wykazaé, ze szereg > p—ln jest rozbiezny.

Wskazowka. Rozwazyé iloczyn nieskonczony [](1 + pi)

Zadanie 8. Niech a, oznacza liczbe przedstawien n jako iloczynu réznych liczb
naturalnych (wiekszych od 1). Np.

agpp =9, bo60=2-30=2-3-10=2-5-6=3-20=3-4-5=4-15=5-12=6-10.

Wykazaé, ze
o'} a,
Z — < 00 dla p > 1.
n=2 ne

Wskazéwka. Rozwazy¢ iloczyn nieskoriczony [1(1 + =5).



Funkcja wyktadnicza raz jeszcze

Zadanie 1. Wykaza¢, ze

1 i n! - 1
n+1 5=kl n
i wywnioskowad, ze e jest liczbg niewymierna.
Zadanie 2. Jaka posta¢ maja na plaszczyznie zespolonej zbiory {z € C : e* = —2},

{z € C:|e¥| > |e*|}?
Zadanie 3. Rozwigzaé¢ réwnanie cos z = 3.

Zadanie 4. Wyznaczy¢ dtugosé okregu jednostkowego zdefiniowang jako supremum
z obwoddéw wielokatow wpisanych w ten okrag.

__ e¥+e " ef—e™ ®

Zadanie 5. Zbada¢ monotonicznos¢ funkcji coshw = < oraz sinhx = <=
i naszkicowa¢ ich wykresy. Wyprowadzi¢ hiperboliczng jedynke trygonometrycznag
cosh? ¢ — sinh®z = 1.

Zadanie 6. Korzystajac z rozwiniecia sinz = x [[>2 (1 — ng—;), wyprowadzi¢ wzor
Wallisa w nastepujacych rownowaznych formach:

ﬁ(l_zé):i’ <2n+1>'(%)2~§, ﬁ(2§>4—”—>¢1%,

n=1



Granica funkcji

Zadanie 1. Jesli funkcje f, g, h: (0,00) — R sa zwiazane zaleznoscia g(z) = f(1/x)
i h(x) = f(x + a), to granice lim,_o f(x), lim, . g(z) i lim,_, h(x) sa tozsame.
Zadanie 2. Zbadac¢ istnienie granic

r+1 22 — 3z +2 2?2 —3r+2
— m ,  lim —m———.
-1 (23 — 222+ 2)?" -1 -1

Zadanie 3. Obliczy¢ granice:

-2 r—1
lim —YEZ2 gy DL
z—4d /o +4—2 z—1 ¢ —1

Zadanie 4. Sprawdzi¢ nastepujace granice funkcji:

sinx

lim =1, lim(1+2)/* =e,
z—0 z—0
1
lim e 0, lim zlnx =0, lim 2*=1.
T—=00 z—0t z—07t

Zadanie 5. Obliczy¢ granice:

(a) iii%w (b) lim \lx—k\/x%—\/x—l—\/x—i-\/_—\/x%—\/z

. x k o 1
(c) lim S;I;(imi) (d) lim (%) (e) lim ’ (state: k,m € N)

Zadanie 6. Wyznaczy¢ granice funkcji:

lim 2 k, lim x — n ustalone).
g 3k Ji o] s

z—0t

Zadanie 7. Niech f: [a,00) — R bedzie funkcja, ktéra w kazdym przedziale [a, b]
jest ograniczona. Badamy warunki:



(a) istnieje skoniczona granica lim, . (f(z + 1) — f(z));

(b) istnieje skonczona granica lim, %

—

Czy (a) implikuje (b)? Czy (b) implikuje (a)?

Zadanie 8. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja niemalejaca oraz p € (a,b). Wyka-
zaé, ze

lim f(z) = inf f(x), lim f(z)=sup f(x).

z—pt T>p T—p~ x<p



Cigglosé funkeji
Zadanie 1. Znalez¢ wartosci a,b € R, dla ktérych funkcja

flx) =122 dlaz #0,1,

Rl {f<o>=a, F()=b

jest ciagta na R.
Zadanie 2. Czy da sie tak dobra¢ wartosci a, b, ¢, zeby funkcja

f(x) = exp(ﬁ) dla x # 0, %1,

fﬁ R — R,
{f(—1> =a, f(0)=0b, f(1)=c

byta
(a) ciaglta w R?
(b) ciagta lewostronnie we wszystkich punktach?

(c) ciagta prawostronnie we wszystkich punktach?

Zadanie 3. Wykaza¢, ze jesli funkcja f: [a,b] — [a,b] jest ciagla, to istnieje punkt
x € [a,b], w ktérym f(x) = x.

Uwaga. Twierdzenie Brouwera mowi, ze punkt stalty mozna znalez¢ dla kazdej funkcji
cigglej f: [0,1]F — [0, 1]%.

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze funkcja

fla) = {Sini dla z # 0,

0 dlax =0
nie jest ciggta, ale posiada wtasno$¢ Darboux.

Zadanie 5. (tw. Borsuka-Ulama) Funkcja F': S' — R (z okregu jednostkowego

S' C R? w R) jest ciggta. Wykazaé¢ istnienie punktéw antypodycznych py,py € S,
dla ktérych F(py) = F(p2).

Uwaga. W razie skruputow mozna utozsamiac¢ F’ z ciagta funkcja 2m-okresowa F': R — R,

a punkty antypodyczne z liczbami odleglymi o 7 (a to dzieki utozsamieniu ¢ € R
z e e Sh).



Zadanie 6. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ciagta speliajaca f(a) = f(b)
ib—a € N. Wtedy istnieje punkt = € [a,b — 1], dla ktérego f(z) = f(z + 1).

Zadanie 7. (uzupelnienie poprzedniego zadania) Dane sa liczby a, b € R spehiajace
b—a>11ib—a ¢ N. Znalezé¢ przyklad funkeji ciaglej f: [a,b] — R spelniajacej
warunki

fla)=f(b),  Vaelap-1 f(@) # flz+1).

Zadanie 8. Niech f: R — R bedzie funkcjg ciagly. Zaktadamy, ze istnieja liczby
a,b,c € R o wlasnosciach: a < b < ¢, f(a) = b, f(b) = ¢, f(c) = a. Dowiesé, ze
istnieja liczby u, v € R takie, ze u < v, f(u) =vi f(v) = u.

Zadanie 9. Dane sa funkcje ciagle f,g: [0,00) — R. Funkcja f jest ograniczona z
dotu i z géry. Funkcja g jest nieograniczona z dotu i z géry. Wykazac, ze istnieje cigg
z, = 0 o wlasnosciach

lim x, = oo, f(z,) =g(z,) dlaneN.

n—oo

Zadanie 10. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja niemalejaca. Wykazaé, ze jest ona
ciggta wszedzie poza najwyzej przeliczalnie wieloma punktami.

Zadanie 11. O funkcji ciagltej f: R — R wiadomo, ze

fO)=1,  lim f(z) =0, lim f(z)=0.
Wykazaé, ze funkcja f jest ograniczona i istnieje punkt zo € R, dla ktérego f(z¢) = sup f.
Uwaga. Problemy optymalizacyjne jak powyzej sa bardzo wazne. Pojecie pochodnej
pozwoli nam nie tylko dowodzi¢ istnienia x, ale rowniez znajdowaé ten punkt.

Zadanie 12. s Niech f: (0,00) — R bedzie funkcja ciagta o nastepujacej whasno-
Sci:
lim f(c¢/n) =0 dla kazdego ¢ > 0.

Non—oo

Czy stad wynika, ze lim, o+ f(z) = 07



Cigglos¢ funkeji — kontrprzyktady
Zadanie 1. Z wyktadu znana jest funkcja Dirichleta

1 dlazeQ,

D:R—R, D(z)=
0 dlazé¢Q,
nieciaglta w zadnym punkcie. Zbadaé¢ ciagtos¢ funkcji

zD(x), (xr—1)(z—2)(z—3)D(z), sinz-D(z).

Zadanie 2. Umowmy si¢, ze kazda liczbe wymierng zapisujemy jako utamek %, gdzie
p € Z, a ¢ € N najmniejsze mozliwe. Zbada¢ ciagtosé funkeji f: R — R zadanej przez

fla) = {? 1¢Q,

_P
, T=4F€ Q.
Zadanie 3. Skonstruowaé funkcje niemalejacg f: R — R ciggla we wszystkich
punktach niewymiernych, a nieciggta we wszystkich punktach wymiernych.

Zadanie 4. Y Cgzy istnieje funkcja f: R — R ciggla we wszystkich punktach
wymiernych, a nieciggta we wszystkich punktach niewymiernych?



Cigglos¢ jednostajna
Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze jednostajna ciggtos¢ funkcji f: A — R jest rownowazna
implikacji

Zadanie 2. Sprawdzi¢, czy funkcja sin 22 jest jednostajnie ciggta na R.
Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze funkcja /x jest jednostajnie ciagla na [0, 00).

Zadanie 4. Dana jest funkcja f: A — R okreslona na odcinku A oraz ciggi
Tn, Yo € A takie, ze ciag x, — y, jest ograniczony, a ciag f(z,) — f(y,) nie. Wy-
kazac, ze funkcja f nie jest jednostajnie ciggta.

Zadanie 5. Czy funkcja f(x) = z - cosz jest ciagta jednostajnie na R?

Zadanie 6. Zbadaé, czy funkcja f(x) = x -sin(1l/z) jest ciagta jednostajnie na
przedziale (0, 00).

Zadanie 7. Zbada¢, czy funkcja f(z) = In(z* + %) jest ciggla jednostajnie na
przedziale [1,00). A na (0,1]?

Zadanie 8. Zbada¢, czy funkcja f(x) = xV* jest ciagta jednostajnie:
(a) na przedziale (0, 1]7

(b) na przedziale [1,00)?



Praca domowa — ciagtos¢ funkcji

Zadanie 1. ® Obliczy¢ granice

. sinx + cosx
lim ———
o3z sin(4x)

lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.

Uwaga. To zadanie zaczerpnigte z serii treningowe;j.

Zadanie 2. ® Dobraé¢ wartosci a,b > 0 w taki sposéb, by funkcja

SIERSIE]

a- <5 dlaz| <
'R — R, x) = 1tetes

byta ciggta na R.
Uwaga. To zadanie zaczerpnigte z jawnej puli.

Zadanie 3. #® Niech f: [0, 1] — R bedzie funkcja ciggta. Dla kazdego ¢ > 0 okreslmy
funkcje 0. : [0, 1] — R wzorem

d-(x) := sup {5 >0:|f(z) = fly)| <edlayel0,1]N[z— 6,x+5]}.

(a) Uzasadnié, ze jest to funkcja oddzielona od zera, czyli ze dla kazdego ¢ > 0
istnieje wartos¢ 60 > 0 taka, ze d.(z) > 60 dla wszystkich = € [0, 1].

(b) Podaé przyktad funkcji ciagtej f: [0,1] — R ie > 0, dla ktérych funkcja d. nie
jest ciagta.

Wskazowka. Poeksperymentowaé z interaktywnym oméwieniem.

Zadanie 4. ® Czy funkcja 2 Inx jest jednostajnie ciaglta na (0,1]? A na [1,00)?


https://www.mimuw.edu.pl/~mis/JS/unif-continuity.html

Pochodna funkcji

Definicja. Pochodng funkeji f: (a,b) — R w punkcie x € (a,b) nazwiemy granice

W) =S St h) @)

Yy—T Yy—x h—0 h ’

jesli ona istnieje. Alternatywnie — f/(x) jest jedyna liczba k speliajaca
flx+h)=f(x)+k-h+r.(h)-h dla pewnej funkcji r, spetniajacej lllirr(l) rz(h) =0,
o ile taka liczba istnieje.

Zadanie 1. Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa wynika, ze funkcja
f:10,2] = R, f(x) =2° — 102 + 2

przyjmuje swoje minimum w pewnym punkcie z € [0, 2], a nawet xy € (0, 2). Spraw-
dzi¢, ze punkt ten spelnia réwnanie 5zg — 10 = 0, a wigc rg = V2.
Wskazowka. Rozwazy¢ znak granic limy, g+ w

Zadanie 2. Zal6ézmy, ze f: R — R jest ograniczong funkcja ciggla, a ponadto istnie-
je skonczona pochodna f’(a). Sprawdzié, ze funkcja g(z) = F@)=1(@) 505t jednostajnie

ciagla na R\ {a}. o

Zadanie 3. Wykazac¢, ze funkcja g z poprzedniego zadania osiaga na R swoja wartosé
maksymalna lub minimalna (by¢ moze obie). Podaé¢ geometryczna interpretacje tych
ekstremow.

Podstawowe wlasnosci pochodnej. Arytmetyczne wlasnodci:

(@f) =af. (f+9)=Ff+g, (f9)=Fg+fd, Q) =~f/f
Funkcja rézniczkowalna w danym punkcie jest w tym punkcie ciagta.
Zadanie 4. Niech p: R — R bedzie wielomianem o miejscu zerowym zy € R.
Sprawdzi¢, ze p'(xy) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p ma w zy podwdjne miejsce
zerowe (czyli gdy (z — x0)?|p(x)).

Zadanie 5. Wykazaé, ze jesli funkcja g: R — R jest rézniczkowalna w z, a funkcja
f: R — R jest rézniczkowalna w g(z), to zlozenie f o g jest rézniczkowalne w z oraz

(fog)(x) = fg(x)) - g'(x).



Wskazowka. Skorzystaé¢ z alternatywnej definicji pochodne;j.

Zadanie 6. Wyznaczy¢ pochodne nastepujacych funkcji we wszystkich punktach,
w ktorych jest to mozliwe:

(a) sinz (b) [2]  (c) [2]  (d) Vx
(e) e”(acosx + bsinx) (f) V1 — 22 (g) a"e *"/? (h) «®

(ostatnie dwa-trzy przyktady moga wymagaé wzoru na pochodna ztozenia)

Zadanie 7. O funkcji y(z) wiadomo, ze jest okreslona na pewnym otwartym prze-
dziale i spelnia na nim réwnanie = = y(z) + In(y(z)). Wyznaczy¢ wzér na y'(x).
Uwaga. Jest to przykltad funkcji uwiktanej (tzn. zadanej przez réwnanie). Temat ten
bedzie przedmiotem zainteresowania na Analizie 2.1 (i pdzniej).

Zadanie 8. s Niech V bedzie przestrzenia liniowa wszystkich funkcji f: R — R
rozniczkowalnych nieskonczenie wiele razy. Zatézmy, ze funkcja liniowa 7: V' — R
spelia regute Leibniza

T(fg) = [(O)T(g) + g(O)T(f)  dla fig € V.

Wykazaé, ze istnieje stala o € R spelniajaca T'(f) = af'(0) dla f € V.
Uwaga. Ten fakt wykorzystuje sie do definiowania przestrzeni stycznej w geometrii
rozniczkowej i algebraicznej.

Twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej. Jedli f: [a,b] — R jest ciagla na
[a, b] i rozniczkowalna w (a,b), to istnieje punkt x € (a, b), dla ktérego

F0) — fla)

flay = £5—

Whniosek. Zalézmy, ze funkcja f: (a,b) — R jest rozniczkowalna w kazdym punkcie
dziedziny. Wowczas

funkcja f jest niemalejaca <= f'(x) >0 dla z € (a,b).

Podobna charakteryzacja ma miejsce dla funkcji nierosnacych.
A dla $cisle monotonicznych?



Wypuktosé

Definicja/e. Funkcja f: D — R jest wypukla, jesli jej dziedzina jest wypukta
(czyli jest odcinkiem) oraz warunek f(ax + By) < af(x) + Bf(y) jest spetniony dla
wszystkich z,y € D i «, 8 > 0 takich, ze o + 3 = 1.

W szczegdlnych przypadkach przydatne s rownowazne chakteryzacje wypuktosci f:

e (gdy f jest ciagla) f(*5%) < @+ ) +f ) dla z,y € D;
e (gdy f jest rozniczkowalna) f’ jest niemalejaca;

e (gdy f jest dwukrotnie rézniczkowalna) f” jest nieujemna.

Zadanie 1. Dla 0 < z < y wyprowadzi¢ nieréwnosci

Iny <Inz + v

\/_ x

Wskazowka. Wykres funkcji wypuktej lezy nad styczna, a funkcji wklestej — pod.

Sty —a), <Vt L~

Nierownosé Jensena. Jedli f: D — R jest wypukta, zq,...,2, € D,aq,...,a, =0
oraz a1 +...+a, =1, to

flarmy + . o+ apy) < arf(zr) + .o 4 anf(x,).

Zadanie 2. 7 nieréwnosci Jensena (dla funkcji Inz i 2P) klasyczne nieréwnosci

miedzy srednimi dla x4, ..., 2, > 0 oraz p > 1:
n T+ ...+ x, 2+ 4P p
1 S VT 2, < < =

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci, jakie moze przyjmowaé¢ wyrazenie

a . b L c . d
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c

dla dodatnich liczb a,b,c,d > 0.




Wskazowka. W przypadku a+b+c+d = 1 zastosowa¢ nierownos¢ Jensena dla funkcji

flx) =%,

Zadanie 4. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnos¢é

Zkz <Z>< n32n—1,
k=1 J

Wskazéwka. Nieréwnosé Jensena dla funkeji /.
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